Formule di quadratura numerica

b n
if(x)dx = i go(x)if(xi) + Rn
{X : } nodi
{(Di } p est Resto della

formula

Formule Interpolatorie
b b b /

[f(x)dx =[P (x)dx + [E (x)dx
a a a

I.a formula ¢ esatta se

b
R, - [E,(x)dx =0
d



GRADO DI PRECISIONE: Misura 'accuratezza di una formula di quadratura.

Tale misura viene data in relazione alla capacita della formula stessa di valutare
correttamente I'integrale quando f(x) ¢ un polinomio.

DEFINIZIONE
Una formula ha grado di precisione p se applicata a polinomi di grado <= p ¢
esatta e se esiste un polinomio di grado p+1 per cui non lo ¢.

fb p
Jdx = > o; =g + O] + ...+ O
1=0

a

b

fXdX = ,Zowixi = WX + OX| + ...+ O X,
1=

a

b

b
: fxzdx = (DiXiZ = cooxg + ®1X12 + ...+ copxé
1=0
a

b

prdX = COOXg + (Dlxg) + ...+ (Dpxg

a




(b \
fdx
/1 1 1 1 \((DO\ ba
Xg X| Xo Xp || o [xdx
2 2 2 2 a
X, X X5 X* || w2 | = b ,
: : [x dx
a
p p p ... p :
VANDERMONDE [xPdx

X #X; =] {mi}io

J

Quindi fissati p+1 nodi distinti 3!
la formula di quadratura con grado di precisione
almeno p



Formule di Newton-Cotes

*Formule interpolatorie
*Nodi equidistanti

Xp=a X; X2 Xguw.  ccoc- Xn =b
Tatakta
. . +
X; =Xq +1ih i=0,1,..,n X =Xq +th tER

X; —Xg =(Xg +1h)-xy =1h
X; =Xy =(Xg+1h)-(xg +h)=h(-1)
X; =Xy =(Xg +1h)-(Xy +2h) =h(i-2)

X -X;=(Xg +th)-(Xg+h)=h(t-1)
X —Xy =(Xqg +th)-(x(y +2h) = h(t- 2)

X —Xp =<X0+th>—(X0 +nh)=h<t‘ ) X; —Xp =(XO +ih)—(X0 +1'1h>=h(i‘n>



b n
[f(x)dx = Emif(xi)

a 1=0
b b b
[f(x)dx =P, (x)dx + [E_(x)dx
a a a
P,(0) = 31 (0f(x)
b b 1 n b
ff<X>dX "“f 211 <X>f<X1 )dX — E fll (X)dX f(X1>
q1=0 a )
b
w; = [lj(x)dx i=0,1,.,n
a

Pesi della
formula



1'(X>= <X_XO>“'<X_X1_1><X—Xi_l_l)...(X—Xn)
| (Xj =X0)-(Xj = X1 )(Xj = Xjy1 ) (Xj = Xp)

d =Xy pert=()

X =Xq +th
b=Xn pert=n dx — he
o N
o; = 1 (x)dx = h f(ht)h(t Dh(t—2)..h(t—n) . _ hf 2 n (e ),
2 o (nDh(i = Dh(i~2)-hGi =) ™ g roli- )
- _/

Pesi delle formule
di Newton-Cotes




Formule di Newton-Cotes a due punti

n=1
a =X x;=b
| | h=b-a
b
-1 h b-a
dt=h [(1-t)dt=—=
~1 ﬂ ) 2 2
d
b 1 i
W, =f11(x)dx=h£tdt =%= bza
d

b 1 h
SE(x)dx z;()(ﬂi f(xi) = E[f(Xo) + 1(Xq)]

Formula del
}f(xo) f(x)) trapezio
a =X x;=b




b
R, = [E, (x)dx

GRADO DI PRECISIONE p=1




Formule di Newton-Cotes a tre punti
( Cavalieri-Simpson)

n =22
a=X X1 X, =b ~
| | | h = b-a
| | | >
( Y J \ ; J
h h
b 2 2
(t-D(t-2), _h h
o, = [lo(xX)dx =h t2 —2t—t+2dt=..=—
A A E T R 3
b 2 t(t=2) 4
= (l;(x)dx=h dt=...= —h
o= a2 3
b
W, = [l (x)dx = hft<t_1)dt— =%
a
JEx)dx %Eomi f(x;) = g[f(Xo) +4f(xy) +1(x2)]
a 1=
h> v
R, =-—1F""(0) GRADO DI PRECISIONE p=3

90




Dal teorema generalizzato della media si ricava

n dispari f(n+1)(§;) o0n

GRADO DI PRECISIONE n R, = h™= I (t - Jdt
+D) i

n pari f(n+2) (Z;)

n n
™ (] (t - jdt
me2

GRADO DI PRECISIONE n+1 R, =



TRAPEZI
(G.P.=1)

CAVALIERI-
SIMPSON

(G.P. =3)

Esempio 1

h

3

DO | WO



Esempio 2

|
= fidx 0.69314718

0 l+x
TRAPEZI -] - 13
(G.P=1) [= [EO)+ (1) =.[1+]=7 =075
1 v _ ] 1 25
CAVALIERI- h=> [=[£(0)+4f() +(1)] = =0.6944
SIMPSON 2 6 2 36

(G.P. =3)



E’ possibile affermare che aumentando n approssimazione
dell’integrale con una formula di Newton-Cotes migliori?

Cio ¢ vero fino ad n=7

Problemi dovuti ad errori di arrotondamento rendono numericamente
non affidabili le formule

POSSIBILE ALTERNATIVA

FORMULE COMPOSTE



FORMULE COMPOSTE ( o GENERALIZZATE)

{XODXl ,...,Xn}
T, =[Xk>Xk+l] k=0,1,..,n-1

FORMULE COMPOSTE (o GENERALIZZATE)

a=X Xq Xo X, =b
| | | |
E— | '
Y
To 4

h
E[f(Xo) +H(x)]+ —[f(Xl) +E(x)]+.. + —[f(Xn 1) +1(Xq)] =
h
= 21(x)+ 2 S 0x) + £0x,)

n-l (b-a)’ . (b- a>3

R=73- F(C)=~— f(l)

=0 12n° 12n°



N N W

Esempio 3

TRAPEZI COMPOSTO

3 2
[=[x"dx=9
0
“=%0 ) = T=E[f(xo)+f(xl)]=§.9=l3.5
2 2
T ~ h
a=x|0 >E|)1 x|2=b I=E[f(xo)+2f(xl)+f(xz)]=
| | | J %= 10 .1250
To gy
a =Xy X1 X9 X3 =b ~ h
I I I I I =E[f(X0)+2f<X1>+2f(X2)+f(X3>]=
( : A : )\ , J Q _os
To o Is 5 -
a = X0 X1 X9 X3 X4 =b
| | | | h
l ' ,l ‘ | ‘ ,l ‘ ,l I=2[f<X0)+2f<X1>+2f<X2)+2f<X3>+f<X4>]=
T 17 Is I5 297

— =928
32



=

-
I
N N

Il
W W

Esempio 4

TRAPEZI COMPOSTO

]
f—dx 0.69314718
1+x
4= %o by B ) Fx ) = S =075
2 4
T, h
q = X|O >E|)1 x|2=b E[f(xo)+2f(xl)+f(x2)]
| | J 17 070833
Y ‘ 24
To gy
a=x X =b N
|l° Xil | [ i)+ 260x0)+ 2x) 0531 -
| \_Y_Y—J 21
TO Tl TZ % = O 7
a = X0 X1 X9 X3 X4 =b
i i i | T=lzl[f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+2f(x3)+f(x4)]=
T, T, T, Tx lé;é - 06970



[= fidx 0.69314718

0 l1+x
i 1-1
h=1
n=l 0.75 0.0569
hol
2 0.70833 0.015
n=2
ho L
3 0.70 0.069
n=23
1
h=— 0.6970 0.0039
n=4




Metodo di Cavalieri-Simpson Composto

. n
{Xoﬂﬁﬁ~»xn} n pari T, =[X2Kk>X2k+1>X2k+2 ] k=OJW,§-1
Posto m = g
a=x Xy=b
n=2 k=0 TO =[X0,X1,X2] |O Xll |
m=1 l | J
Y
To=[x0,X1,X3] To .
_ a = XO Xl X2 X3 X4 =
n=4 k=0,1 Tl =[X2 >X3 ,X4] | | |
m=2 | 1 |
fT0=[X0>X1 X7 ] TO T b
_ a=Xog X; Xp X3 X4 Xs5X¢=
n=6 k=091)2 7 Tl =[X2 »X3 >X4] |
m=3 |, | |
T, =
| 1o=[X4,X5,X6 ] T, T, T
~ h m-1 m-1
Formula Generale [=2]fxo)+4 2 f(Xais1) + 2 Z1(X0) + f(Xn)]
1=0 1=1
m—1 _ _ _ 5 _ _ 5
Errore R = Ri zmeIV (gé) _ _n (b a) £V (%) _ Mfw (5%)

i0 90n°> 2 90n° 180n*



Esempio 5
Metodo di Cavalieri- Simpson Composto

[= f—dx 0.69314718

ol+Xx
a= X0 X1 X2 =b N h
=12 | | N=2 | | j [= 2 [f(xg) + 46(x1) + £(x2)] = 06944
m=1 ’fO
a=x X X X Xs=b h
n=4 S T =21f(x) + 4601 + 46(x3) +
h=1/4 _ . A .
m=2 T, T, 2f(x2) +f(x4)] = 0.693253968
e a=X Xll X2 X? X4 Xs| Xg=b I= 13][f(x0) +41(x)) +4f(x3) +
h=1/6 m=3 | | | 4f (x5) + 2f(x2) + 2f(x4) + f(X¢)] =

Ty I I, 0.693169793



VALUTAZIONE INDIRETTA DEL RESTO

I CALCOLATO CON FORMULA AVENTE GRADO DI PRECISIONE p
b-a — =h
h] = a= X|0 X|1 X% X3 | Xp-1 Xy =
n A
R, = fPtD e \P+2 I | f
1= (ep)hy 7y
hy
Aa<g < b
I> a=Xp XjXpX3 Xn-1 Xpp =D
I S
T I N —
2~ 2 — —
h,

I=T1 +R1 I=T2+R2 O=T2+R2—T1—R1

L =T =Ry =Ry =t Ve hP*2y - £7*D () hh 22y -

p+2 p+l _
F0D) (g JhP*2y _ gD g (BN gk 2, 2127 21 L, -]
1M 2\ 5 Lol 5p+l RA =
2 ) N = p+1
(p+1) +2 2 2p+1 -1 (p+1) h1 p+2 +1 +1 ] 2 B 1
£®*D (g )h? yz[zpﬂ}:f (8)(2) 2 L] S Y



ESTRAPOLAZIONE DI RICHARDSON

L -1
STIMA AUTOMATICA DEL RESTO R,|= oo g < toll
Esempio 6
! —x? -3
[=fe™" dx=0.7468241 R, =0.5-10
0
a=Xg Xp=b ~ h
I I h=b-a [ =2[f<X0>+f<X1)]
_ =b - -~
2 %o ) b h=""0 T =Dty 2600+ foxo)
| ! | 2 2
b-a ~ h
a = XO X1 X2 X3 X4 —b h = I *[f(X()) +2f<X1>+2f(X2) +2f(X3> +f(X4>]
1. 1 : :
2 10.731370 R, ~0.00387127
410.742983 7 IR, ~0.0009615
& 0'7458652/' R, ~0.00023907 | =——> R, <05-107
16/ 0.746582




METODO DI
a=Xp X1=b
n=1 I I h=b_a
_ X Xy =b
n=2 a_Xlo : 2| h=b—a
| |
2
b-a
n=4 a=x X1 Xbh X3 X4 =b h:T
X1 XHrX2 Xy Xz Xg X7 Xg=Db b-a
n=8 a =X 1 X2X3 Xy X5 X X7 X3 h=T
| | |
| | |

p=1

Ty, = Ty + RE?
32
Ty, = Ty + RS
42
Typ = T4y + RS

v
p=3

n=25%

T35 =T5 + R
43
Ty; = Typ + RS

(33)

pls

Grado di precisione p=2j-1

ROMBERG
Ty =1=(b- a)[f(a) : f(b>]
T, =T= (b;a f(a) ; f0) | fa 4y
1y = T2 @O S
r=1
Ty = T= OO Srm)
r=1
i Tij1 = Tiqja
R(2) - [2(j-D-1]+1
2 ¥ 1

44
Tyy = Tys + RS

v
p=7

Ordine della matrice s+1




-1

ij Ty — T
Seconda colonna R o| =T
=2(j-1)-1=1 2 v
T =T. + R = 4 Ty-Tiy) « ° (-1
12 i1 2 11 2p+1 _1
T, =T, +R{? = ATy - Ty + Ty -Tigy T, = 4T3 - Tigy
2 41 4 - 1
Terza colonna
Ti3=Ti2 +R2 =Ti2+
2p+1 -1 27T
42T T 4T - T T,y = — i "ir2
T =+ ti2 =2 * 1o - Lip 42 _1
13 42 _1
43l o1
Formula Generale | ;- ———"= j=2..s+1 ;i=j.,s+1

431 _q




Esempio 7

1
I=fe™ dx = 0.7468241
0

T;, = 0.68393972
Ty =0.7313700 T, =0.7471800

Ty =0.7429832 Ty, =0.7468550 Ty, = 0.7458333

T, =0.7458653 T, =0.7468258 'T,; =0.74682385 'T,, =0.746823700



A\ N A W N =

8

LINGUAGGIO DI PROGETTO
INPUT: a,b,m,f (N:B:n’=m =s+1)

OUTPUT: T

. h=b-a

. c=[f(a)tf(b)] / 2

.t,;=hc

. som=0

.n=2 % numero di intervalli

. Ripetere per i=2,m
6.1 h=h/2
6. 2 Ripetere per r=1,n/2

6. 2.1 som=som+f [ a+(2r-1)h |
6. 3 t;,;=h(ct+som)

6.4 n=2n
r=1

. Ripetere per j=2,m
8.1 r=4r
8.2 Ripetere per i=j, m

{ Prima colonna




